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ESERCIZIO N. 1. Si calcoli ∫∫
Σ

z2dσ,

con Σ = {(x, y, z)T : z =
√

25− x2 − y2, 4 ≤ x2 + y2 ≤ 16}.

RISULTATO

2
3
π(213/2 − 27)

SVOLGIMENTO

Poichè Σ è il grafico della funzione f : K → IR, con f(x, y) =
√

25− x2 − y2 e K = {(x, y)T : 4 ≤ x2 + y2 ≤
16}, si ha, usando le coordinate polari,

∫∫
Σ

z2dσ =
∫∫
K

[f(x, y)]2
√

1 + ‖∇f(x, y)‖2 dxdy =
∫∫
K

(25− x2 − y2)
5√

25− x2 − y2
dxdy =

=
∫ 2π

0

(∫ 4

2

√
25− ρ2 5ρ dρ

)
dϑ = 2π(−1/2)

∫ 4

2

√
25− ρ2 (−2ρ) dρ =

= −π 2
3
[(25− ρ2)3/2]42 =

2
3
π(213/2 − 27).
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri il campo vettoriale g(x, y) =
(

2y + 1
y

,
y3 − x
y2

)T
su A = {(x, y)T : y > 0}.

(i) Si calcoli il rotore di g.
Si ha

rot g(x, y) =
(

0, 0,
−1
y2
− −1
y2

)T
= 0

in A.

(ii) Si dica se g è conservativo in A e in caso affermativo si trovi un potenziale di g in A.
Poichè g è irrotazionale e A è stellato, il Lemma di Poincarè implica che g è conservativo. Un potenziale
f : A→ IR di g in A soddisfa

fx(x, y) = 2 +
1
y

e fy(x, y) = y − x

y2
.

Dalla prima equazione si ricava

f(x, y) =
∫

(2 +
1
y
) dx = 2x+

x

y
+ k(y),

con k : IR+ → IR di classe C1. Dalla seconda equazione si ottiene

fy(x, y) = − x

y2
+ k′(y) = y − x

y2

e quindi k(y) = 1
2y

2. Pertanto si ha

f(x, y) = 2x+
x

y
+

1
2
y2.

(iii) Si calcoli
∫
γ
〈g, τ〉ds, con γ : [0, π2 ]→ IR2, γ(t) = (cos t, 2 sin t+ 1)T .

Poichè g è conservativo, si ha
∫
γ

〈g, τ〉ds = f(γ(π/2))− f(γ(0)) = f(0, 3)− f(1, 1) = 1.
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ESERCIZIO N. 3. Si risolva il problema di Cauchy
{
y′ = y cosx+ 2 cosx
y(0) = 1

.

RISULTATO
y(x) = 2− esin x

SVOLGIMENTO

La soluzione generale dell’equazione omogenea è

z(x) = c esin x,

con c ∈ IR. Una soluzione particolare dell’equazione completa è

ȳ(x) = esin x
∫ x

0

e− sin t2 cos t dt = 2esin x[e− sin t]x0 = 2(1− esin x).

Quindi la soluzione generale dell’equazione completa è

y(x) = c esin x + 2(1− esin x).

Imponendo la condizione iniziale, si ricava
c = 1.

Dunque la soluzione del problema di Cauchy è

y(x) = 2− esin x.


